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1. (10P) Ein fairer Wiirfel werde zwei mal geworfen. Die Funktion D : Q@ = {1,...6} x {1,...6} = R
erfiille D (i,5) = i — j. (Erste geworfene Augenzahl minus zweiter.) Die Gleichverteilung auf Q wird
mit W bezeichnet.

(a) (1P) Welche Werte nimmt D an? Bestimmen Sie also D () =?
(b) (3P) Geben Sie fiir jeden Wert x, den D annimmt, die Wahrscheinlichkeit

pp () =W ({weQ:D(w)=uz})

an. (Tabelle anfertigen!)
(¢) (3P) Welchen Erwartungswert hat D?

(d) (3P) Welche Varianz hat D? Hinweis: Die Varianz der Augenzahl beim Wurf eines einzelnen
Wiirfels betrégt 35/12.

2. (4P) Sei W die Gleichverteilung auf dem Intervall Q = [0, 7] .

(a) (2P) Welche Wahrscheinlichkeit gibt W dem Ereignis {o €  : sin (o) < 1/ \/5}7
(b) (2P) Welchen Erwartungswert hat sin unter W?
(c) (2P) Welche Varianz hat sin unter W? Hinweis: sin® o = £ (1 — cos (2a)).

3. (6P) Sei f: R xR — R mit f(x,y) =e* Y.

(a) (1P) Von welchem Typ ist die DG ¢’ = f (z,y)?
(b)

(1P) Rechnen Sie nach, dass die Funktion @ : R — R mit a(z) = z eine Losung der DG
y' = f(zy) ist.

(¢) (4P) Berechnen Sie die maximale Losung o der DG ¢ = f(z,y), die a(In2) = 0 erfiillt.
(Auch den Definitionsbereich von « angeben!)



Losung

1. Der Ereignisraum ist 2 = {1,...6}x{1,...6} mit der Gleichverteilung W. Es gilt also W ({(¢,4)}) =
1/36 fiir alle (3, j) € Q.

(a) Den grofiten Wert nimmt D im Punkt (6,1) an. Es gilt D (6,1) = 5. Weiter gilt
{D(6,j):5€{1,...,6}}={0,1,...,5}.

Analog gilt
(D(i,j):je{l,....6}} ={i—6,i—5,....i—1}.
Den kleinsten Wert hat D im Punkt (1,6) . Er ist —5. Es gilt also D (Q) = {-5,—4,...,5}.

(b) Am Gitter  ist an den Teilmengen mit ¢ — j = x abzulesen

T -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
ID*@)| 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
Damit folgt
x: -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

pp(z) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
(¢) Der Erwartungswert von D ist durch

(D) = Z pp(xz)-x=0

z€D(Q)

gegeben, da pp (—x) = pp () gilt. Als zweite Moglichkeit bietet sich die Uberlegung

1 6 . . 1 6 6 ' 1 .
<D>:%ZZ(Z—J)=%ZZZ—% Y j=0

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j

an.
(d) Die beiden Augenzahlen my, 72 : Q@ — {1,...,6} sind stochastisch unabhingig. Daher gilt

wegen (D) = (m1 —m2) =0
Vm—ma) = <(7r1 - 7r2)2> = <7r% + W% - 27r17r2>
= (1) +(m3) =2 (mm)
= () +(m3) = 2(m) (m).
Mit (m1) = (mwq) folgt somit

V(1 —ma) = (7i) — <7T1>2+<7T§> —(m)? =V (m1) + V (m2) = 2 % % = S—g)

2. Das W-MaB8 W auf Q = [0, 7] hat die Dichte p : [0, 7] — R>o mit p (z) = 1/7.

(a) Es gilt sina < 1/4/2 im Intervall [0, 7] genau dann, wenn
71' 3m
(OS] |:O7Zi| U |:I,7T:| = A.
Die Menge A hat das Volumsmaf} |A| = 7/2, sodass W (A) = |A4| /][0, x]| = 1/2 folgt.
(b) Es gilt

s

—Sa- (=2,

1 U
(sin) = — / sin () da = — cosa
T 0 ™ 0



(c) Es gilt

coy LT, 1
(sin?) = /Osm (a)dafﬂ_

/W 1 (1 —cos (2a)) da
0 2

1

2

Daraus folgt fiir die Varianz von sin

V (sin) = (sin?) — (sin)” = % - <3>2.

™
3. Die Differentialgleichung zu f : R? — R mit f (x,%y) = e*~¥ ist vom Typ der separierten Variablen.
Also gilt f (z,y) =g (x)-h(y) mit g,h: R =R, g(z)=e" h(y) =e".

Die Nullstenmenge von h ist leer. Eine Stammfunktion von 1/h = e¥ ist €Y. Somit gilt fiir jede
Losung « dieser DG
e = 4 ¢

fiir ein ¢ € R. Daraus folgt durch Logarithmieren
a(x)=In(e’+c).

Das maximale Definitionsintervall I. dieser Losung ist durch e® + ¢ > 0 fiir alle z € I, begrenzt.
Fiir ¢ > 0 folgt somit I. = R und fiir ¢ < 0 folgt I. = (In(—c¢), x0).

Die DG hat das Richtungsfeld Xy : R? — R? mit X (z,y) = (1,e"7Y).

Figure 1:

(a) Die DG ist eine nichtlineare gewdhnliche DG erster Ordnung vom Typ der getrennten Vari-
ablen.

(b) Es gilt o/ (z) =1 fiir alle z € R. Andererseits gilt f (v, a (7)) = e~*®) = =% = 1. Daher ist
o (z) = f(z,a(z)) fir alle z € R erfiillt.

(c¢) Die gesuchte Losung « ist die maximale Lésung durch den Punkt (In2,0). In einem Intervall
um In2 gilt somit e*®) = ¢* + ¢ fiir ein ¢ € R. Die Anfangsvorgabe gilt genau dann, wenn

1 :ea(1n2) — ¢ln2 +e=2+4c
Also gilt ¢ = —1. Die maximale Losung o mit « (In2) = 0 erfiillt somit

a:(0,00) > R, mit a(z) =In(e”—1).

x

Probe: o (z) = —£—. Weiters f(z,a(z)) = e~ = ¥ . g=In(e"~1) — ¢ Algo gilt

er—1" er—1"

o (z) = f (=, oz?x)) fiir alle = € (0,00) .




