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Aufgabenblatt 1, 13. Mdrz 2017

Gewohnliche Differentialgleichungen: 1. Ordnung, getrennte Variable

Wasseruhr: Ein mit Wasser gefiillter Eimer konstanten Querschnitts rinnt durch ein Loch im Boden

aus. Fiir die Fiillhohe y(¢) > 0 zur Zeit ¢ gilt dann y(¢) = —ay/y(t) mit o > 0. Hat das Gefa8 die
Querschnittsfliche A und hat die Austrittssffnung die Fliche a, dann gilt o = (a/A) - /2g. Dabei

bezeichnet g die Erdbeschleunigungskonstante.

(a) Skizzieren Sie das Richtungsfeld der DG 3 = f(z,y) mit f : RxRso — Rund f(z,y) = —a/y
fiir ein @ > 0. Skizzieren Sie einen Losungsgraphen ohne Rechnung.

(b) Bestimmen Sie die Menge L aller maximalen Losungen der DG. Losung: L = {y. : ¢ € R} mit

2

ot (—00,¢) = Reg und g, (z) = (a(c — ) /2)°

(¢) Bestimmen Sie die maximale Losung zur Anfangsbedingung y(0) = H > 0. Nach welcher Zeit
ist ein anfiinglich bis zur Hohe H gefiillter Eimer entleert? Lisung: y : (—oo7 2\/?/04) — Ry

2
mit y (x) = (\/ﬁ - ax/?) . Dauer der Entleerung: T = 2vH /o = (A/a) \/2H/g.

2. Seien f:R xR = R, (z,y) — —z/yund g : R X Reg — R, (z,y) — —x/y.

(a) Erldutern Sie das Richtungsfeld der DG ' = f(x,y). (Siehe Fig 1)
(b) Zeigen Sie, dass fiir jede Losung o dieser DG (22 + o (m))/ = 0 gilt. Was ldsst sich daraus
iiber den Graphen von « erschlieffen?

(¢) Bestimmen Sie die Menge L der maximalen Losungen von 3’ = f(x,y). (Geben Sie zu jeder
maximalen Losung ihren Definitionsbereich an; zeigen Sie, dass durch jeden Punkt von R xR+

genau eine maximale Losung geht; Skizze!)
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Figure 1: Das Vektorfeld (y, —x)

(d) Bestimmen Sie die Menge M der maximalen Losungen von ¢y = g(z,y). Hinweis: Beachten
Sie die Symmetrie: g(z,y) = —f(x, —y) fiir (z,y) € R x Rg.
3. Kettenlinie: Seien r € R und s € R-o konstant. Bestimmen Sie die Menge L aller Losungen
a: I — R der impliziten DG (1) mit maximalem Intervall I C R.
a—r
(1)

V1+a? -

Hinweis: Zeigen Sie, dass die zu einer Losung « gehorige Funktion y mit sy (z/s) = a(x) — r die
parameterfreie implizite DG (2) erfiillt.
Y
S 2
V1+y? @
In einer Umgebung von Punkten z mit 3’ (x) # 0 gilt somit eine der beiden expliziten DGen:
Y =+y/y? — 1. Losung: L ={o. : c € R} mit a. (z) = s cosh (£5¢) 4 r fiir alle z € R.



Figure 2: «g auf [—1,1] fiir r = —scosh (1/s) und s =1 (rot), s = 3/2 (griin), s = 2 (schwarz)

4. RC-Glied: Fin Kondensator habe die Kapazitit C' > 0. Zur Zeit ¢ = 0 bestehe eine Spannung von
Uy > 0 zwischen seinen Platten. Auf seiner positiv geladenen Platte befindet sich daher die Ladung
Qo = CUy. Wird zur Zeit t = 0 zwischen den Platten eine leitende Verbindung vom Widerstand
R > 0 hergestellt, so verdndert sich die Ladung auf der positiven Platte derart, dass diese Ladung
Q (t) zur Zeit ¢ fiir alle t > 0

- Q)

RQ (t) + - = 0 (Kondensatorentladung)

erfiillt. Zeigen Sie, dass zur Zeit ¢t > 0 zwischen den Platten die Spannung U (t) = Upe t/EC
vorliegt. In einer Zeit der Dauer 7 = RC verringert sich also U (t) um den Faktor 1/e ~ 0, 368.

Ist der Kondensator zur Zeit ¢ = 0 ungeladen und wird er zu ¢ = 0 iiber einen Widerstand R an
eine Spannungsquelle mit der Spannung Uy > 0 angeschlossen, dann gilt fiir die Ladung @ (¢) auf
seiner positiven Platte fiir alle ¢ > 0
: Q) ‘
RQ (t) + ol Up. (Kondensatoraufladung)
Zeigen Sie, dass zur Zeit t > 0 zwischen den Platten die Spannung U () = Up (1 — e /%) vorliegt.
Siehe Fig (3).

Figure 3: Entladung (rot) & Aufladung eines Kondensators



